AKCIOMaTUYHI Teopil MHOXWH:
/FC versus NBG

Tapac baHax

(NlbBiB, KapaHTWH, 13 KBiTHA 2020)



Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.

Nig kiHeub 19-ro ctonitTa leopr KaHToOp CTBOPUB TEOPItO
MHOWH, IKa 403BO/IMNA HAaBECTU Naf Yy NOHATIMHOMY
XaocCi, WO NaHyBaB y maTemaTuL,i y TOM Yac.

3a AOMNOMOro NOHATTA MHOXWHM BAANOCA CTPOrO
O3HA4YUTU YCi HAABHI MaTeMaTUYHi 06’ EKTK, HABITb TaKi
dyHAAMEHTANbHI, K GYHKLIA YXM HATYypPasibHE YMNCNO.

MHOXWHOI KaHTOP Ha3MBaB AO0BI/IbHY CYKYMHICTb
06’eKTiB po3ymy. Lli A0BiNbHI 06’EKTU X4, ..., X, MOXKHA
3rpedbTn AOKYNU | YTBOPUTU HOBY MHOXKUHY X={X4,...,X, },
eneMeHTaMM SKOI € Ui 06’ eKkTn.

Toun @aKT, WO X, € eIeMEHTOM MHOXXUHW X NO3HAYaETbCA
CMMBOJIOM HaNEXHOCTI X; € X.

[asuna lNinbbepT

[eopr KaHTOp
TBOpeub Teopii MHOXWH



TakKMM HEXUTPUM CcNOCOHBOM MOKHA 03HAYUTK, HaNPUKAAA,
HaTypPaJIbHi YMCNA | TAKOXK MHOXWHY W HATypPasIbHUX YNCen:

0=

1 =10}

2 ={0,1}
3={0,1,2}

4=10,1,2,3}
5=10,1,2,3,4}

w=10,1,2,3,4,5,...}



MHOXMHM MOXKHA TaKOX YTBOPHOBATHU, 3rpibatoum B Kyny yci 06’ eKTH, WO BONOAIHOTh
MEBHOK B/IACTUBICTIO @. TAaKMM YMHOM YTBOPHOETLCA MHOXMHA {X: P(X)}.

Ane TYyT BUHMKAE NEBHUMN HIOQHC.
LLlo MOXHa BBa*KaTW BAACTUBICTHO, @ WO Hi?

Berry’s Paradox: Hazsemo 4ncno maaum, AKLLO MOro MOXKHA 03HaYUTK GOPMYJIOLD,

WO MicTUTb He Binblie 100 cumsonis, | BE/TUKUM B iHwWomy B1unagKy. /lerko 6aunty,
LLLO MaNIUX YMCeN CKIHYEHHA KINbKICTb, | TOMY BeJIMKiI YNCNa ICHYOTh. BisbMemo cepen
HUX HaMMeHLWe. 3 0AHOro BOKY, Le YNCNO0 BeNUKe. 3 iHLWOoro 6OKy, MOro 03Ha4YeHHA —
“HammeHLLe BennKe Ymcao” - mictuTb (Habarato) meHwwe cumBoniB Hixk 100.

[e Tyt npobnema?

BoHa B TOMY, WO 03HA4YeHHA HaMMEHLLOro BE/IMKOro Ymcaa MiCTUTb (HEABHO) KBAHTOP,
WO npobirae No yCix 03HAYEHHAX, BKAOYHO 3 HUM CaMUM.

AK bopoTnca 3 napagokcom beppi?




dopmynun Teopii MHOXKUH

3 napagokcom bepi Teopia MHOXKH po3npaBuaaca 4OCUTb NPOCTO. [LlOCTaTHLO CTPOro O3HAYUTH
NOHATTA BNACTMBOCTI, 06MeKytoum Npu LboMy 061aCTb Aii KBAHTOPIB i 3ab0poHUTM iMm Nnepebupatn
dbopmynn.

BnacTtnBOCTi OTOTOXKHIOKOTLCA 3 NEBHUMU GOPMY/TaMM MOBU TEOPiT MHOXWH.

MoBa CKNaAa€EeTbCA 3 peyeHb, AKi CK1aaatoTbCa 3i CAiB, a Ti, B CBOLO Yepry, 3 OyKB.

Tomy noyHemo 3 ByKB, a came 3 andaBiTy MOBU TEOPIi MHOMUH, AKWUIN BK/IFOYAE:

® CUMBOIM 3MiHHMX: X,Y,Z,3,b,C, ...

e cumBonun BiHapHUX BigHOWEHDb: =i €

® JIOTiYHI 3B’A3KN: = A V = &

e KBaHTOpKU: 1 V

® YKKU

e He 060B’A3KOBO, ane KOPUCHO, CUMBOIN AR 03HAYYBAHUX MNOHATb: J, w, N, U, C, &

Tenep moxkemo aatu ctpore (iHAYKTUBHE) 03HaYeHHA GopMYIU:

1) AKWO X,y € CMMBONAaMM 3MiIHHMX, TOAi CI0BA X=Y i XEY € (aTOMapHUMKM) dopmynamm

2) akwo ¢ i Y € popmynamu, Toai — ¢, (dvy), (pAY), (d=1), (b < U) Tex dopmynn

3) akwo ¢ € popmynoto, Toai AN byab-aKoro cMMBOY 3MiHHOI X BUpa3un Vx ¢ 1a Ix ¢ € popmynamm
4) iHWKUX GopMyN OKPIM TUX, L0 YTBOPEHI 3a npaBuiammn 1)—3) Hemae.



BinbHi 3MiHHI Y popmynax

[Ans CTPOroro 03Ha4eHHA 8/1CMUBOCMI HaM NOTPIOHO 03HAYUTM NOHATTA Bi/IbHOT 3MiIHHOI Yy dopMmyi.

KoxHit dopmyni ¢ Teopii MHOXKWH NpUNULLIEMO MHOXUHY Free(d) ii BinbHMX 3MiHHUX iHAYKLiIE NO CKNaAHOCTI
dbopmynu:

1)  Free(x=y)=Free(x €y)={x,y}

2)  Free(— ¢)=Free(d),

3) Free(¢pvy)=Free(dAy)=Free(d=y)=Free(d < Y)=Free(d) U Free(y)

4)  Free(Vx ¢)=Free(3x ¢p)=Free(d)\{x}.

Konn mu 3anucyemo dopmyny ak d(xy,...X,) Maemo Ha yBasi, wo Free(d) < {x,,...x,}-

O3HauyeHHA: Bs1acmugicmio MHOXUHU HAa3UBAETbCA A0BiIbHA pOpMyna 3 EAUHO BiIbHOK 3MiHHOIO.

3ayBaKeHHA: MaTn KOpoTKe (41 AOBre) 03Ha4YeHHA He € BNACTUBICTIO HAaTypanbHOro Ymncna, 60 BOHO He
BUPAXKAETbCA POPMYNOIO TEOPIT MHOXKUH.

Mapagokc beppi ycyHyBCA WNAXOM 3a60POHN BUKOPUCTOBYBATU B KOHCTPYHOBAHHI MHOXWH BUAY {x: d(x)}
BNIAaCTUBOCTEN, WO HE ONUCYOTbCA POPMYNamMm TEOPii MHOMKUH (3 EANHOLO Bi/IbHOK 3MiIHHOILO).



Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.
Hixmo He 3moxce sucHamu Hac 3 Paro, cmeopeHo20 019 Hac KaHmMopom

Hasua lNnpbepT
Mapapgokc Paccena (1901): Po3rnaHemo LM «HixTO» BUABMBCSA BpUTAHCHKMIA
LLI/IKOM 3aKOHHY BNACTUBICTb () MHOMUHM X, dinocod bepTpana Paccen

AKa BUKOHYETbCA TOAI | nLle ToAl, KONU X & X.
LlA BN1ACTMBICTb BU3HAYAE MHOXUHY

A = {x: ¢(x)} = {x: xgx},
LLLOA0 AKOI € aNbTepHaTUBa:

1) A€A, i Togi A He mae BNaCTUBOCTI (), i OTXKe
AgA,

abo
2) AgA, i Toai A mae Bnactusictb ¢, i A € A.

B 061aBOX BUNagKax OTPUMYEMO CYNEPEYHICTb.



AK Ha uen napaaoKc Biapearysanm mateMaTuKum?

MaTemaTuKn novyanu posrnsaaTi napagokce Paccena 3 ycix 60KiB i LWyKaTH, AKUM YUHOM MOro MOXKHa
YHUKHYTU. 3 LbOro NpmuBoay AYMKU PO3AiNNINCS.

IHTYILLIOHICTM Ha Yoni 3 bpayepom BBaxkanu, Wo npobaema B «abo»:
3riAHO 3 NPaBU/IOM BUKIOYEHHA TPETLOTO,
1) A€A, i Togi A He Ma€e BNaCcTUBOCTI ¢, i oTXKe AgA,
abo

2) A¢A, i Toai A mae BnactuBicTb ¢, i A € A.

AK po3B’A3aHHA NAapagoKCy, iHTYILIOHICTU NPONOHYBAMN BUKIKOYNTU NPABMUAO BUKAKOYEHHA TPETLOTO 3
NPaBuA NOTIKN AK HEHaAINHE, apPryYMEHTYIOUM, HANPUKAAL TAaKUM NPUKNAA0M:

Hexal n=1, aKwo 2zinome3a PimaHa 8ipHa, i n=0, AKW,0 He 8ipHa.
O3HaYeHHA YMC/1a KOPEKTHE YU Hi? AKLLO KOPEKTHE, TO YHOMY BOHO piBHE?

| yomy TOAi MOro 3HAYEHHA 3a1eXNUTb BiA ycnixiB abo HeBAay NOACTBA Y AO0BeAeHHI rinoTte3un PimaHa,
Y TOW 4ac K maTemaTmnKa Ma€ byt 06’eKTMBHOIO HAyKOMO, HE 3a/1eXKHOI0 Big Npumx Aoni?




Peakuja Uepmeno-PpeHkena Ta ZF-komnaHii

Llepmeno Ta Moro nocniaoBHUKK (TOBTO yCi Cy4acHi MaTeMaTMKM 33 PiAKMMW BUHATKAMM) BBaAXKaau, WO 3
NPaBU/IOM BUKIOYEHHSA TPETLOrO BCe rapasa, a npobaema B aprymeHTi Paccena nonArae B 3aHaATO
Bi/IbHOMY MOBOAKEHHI 3i 3MIHHOK X Y KOHCTPYKTOPI:

AprymeHT Paccena: Po3rnaHemMo MHOXUHY
A = {x: xgx}
3rigHO 3 NPaBMIOM BUKAKOYEHHA TPETbOrO, MOXKANBI BUNAAKM:
1) A€A, i Topi A¢A, abo
2) AgA, iToai A € A.

PeuenT nikyBaHHA: 3a00pOHUTN BUKOPUCTAHHA POPMYBAHHA MHOXUH MeTOAOM {X: ¢(X)}, BBarkatoum moro
HEHAZIMHMM; [03BOINTU Anwwe obmeKeHy BEPCito Lboro metoay, opmytoum nigMHOXKMHM {xeX: ¢(X)}
BCepeaAMnHI BXe HAaABHOI MHOXUHU X.

Lle peuenT NpUMKMBCA, | MOro BUKOPMUCTOBYE 3apa3 binbLUiCTb Cy4aCHUX MAaTEMATUKIB, AKi 3BUKAU
3aMMaTUCA CaMOLEH3YPOLO, L0 NPUBUBANACA IM 3 YHIBEPCUTETCbKOI N1aBK, i, AK HACNiAOK, BOHW HACTynatoTb
Ha rop/10 BAACHIM MNiCHi.



3ani3Hina sianosiap [ ITAHTIB aymkn

Byna we ogHa (Ha »kanb, Aelo 3ani3Hina) peakuisa, ane 3ate HaUrMbWmMx mmcantenis XX-ro
ctonitta: ¢oH HommaHa, PobiHcoHa, bepHalica, legensa, aki BBaXKanu, Wwo npobiema 3 aprymeHTom
Paccena y cnosi MHOXMHA, AK HAATO BY3bKOMY NOHATTI.

AprymeHT Paccena: Po3rnaHemMo MHOXUHY
A = {x: xex}

3riAHO 3 MPaBUJIOM BUKIIOYEHHA TPETbOI0, MOX/IUBI BUMAAKMW:

1) A€A, iToai AgA, abo

2) AgA, i Toni A € A.
PeuenT nikyBaHHA: PO3WMPUTM NOHATTA MHOXUHU A0 NOHATTA KAAcCy, asie 3BaXaTu Ha Te, WO Knacu
MOKYTb OYTU 3aHAATO BE/IMKMMUM CYKYNMHOCTAMMU, WOO cnyryBaTn eNemMeHTamMm iHWKX KNacis..
[lo3BonnT GopMyBaHHA KiaciB meTogom {x: ¢(x)}, ane BBarkaTu, WO NPM LLbOMY eNeMEHTAMMU
KNacCiB € InWe MHOXXKHWU. [Tpn TakoMy niaxoai napafoKc Paccesia nepeTBOPHOETHCA Y A0BEeAEHHHA
TOro, WO Knac A={x: X¢X} He € MHOXMHOIO.

AK Bn BBaXKa€Te, WO BMOpann matemaTtukmn? Ceoboay i BiIbHUIA NONIT AYMKN, YN OOMEKEHHSA |
camoueH3ypy? OTo K 60 1 BoHO! TyT AopeyHo 3ragatn npo HoBui 3aBiT un nereHay npo [JaHkKo.

A Tenep no nopsaaky (xpoHonoriyHomy).



Popmanictu

Mwu He byaemo BAABATUCA Y NOLUYKMU
IHTYILLIOHICTIB, @ 3aMMeMOoCs LKoo GopManicTis
(Ha yoni 3 Aasmnaom lNnbbeptom).

LLlo6 YHUKHYTU MOXAMBUX NApPaaoKCiB,
dopmanictm 3anponoHyBann byayBatn TEOPItO
MHOMH Ha aKCiIOMaTUYHI OCHOBI, 0bMeXyoumn
MeToAM NOBYyA0BM HOBUX MHOMXMWH YiTKO
NPONMCAHNUMM Y aKCiOMaX NpaBUIaMMn.

Y 1908 poui EpHct Uepmeno (npeacTtaBHUK LLKOAU
dopmanicTiB) 3anNPONOHYBaB NepLly yChillHY
aKCIOMATUKY Teopii MHOXMUH.

[Nasua lNnbbept



AKciomu Llepmeno (1908)

AKcioma piBHOCTi: [18i MHOXXMHM PiBHI TOA i NLLE TOA, KO/IU BOHW
CKNaAatoTbCA 3 OAHAKOBUX ENEMEHTIB.

Akcioma napu: [114 AOBINbHUX MHOXWH X,y ICHYE MHOXMHa {X,y}, LLO
MIiCTUTb X,y AK €N1eMEHTW.

Cxema Akcioma BupisaHHa: Hexa ¢(x) - dopmyna 3 €ANHOIO BiJIbHOIO
3MiHHOIO X. [11A KOXKHOIi MHOXUHM X iCHYE MHOXWHA {x € X: @(X)}.

AKCioMa eKCnoHeHTU: 1A [N0BiNbHOT MHOMMHM X iCHYE MHOXMHA JAX),

LLLO MICTUTb YCi NIAMHOMXNHU MHOXUHU X.

Axcioma 06’egHaHHA: [Jna AOBINbHOT MHOXMHM X iICHYE MHOMMHA X,
LLO MiCTUTb YCi €1EMEHTU €/1IEMEHTIB MHOXWUHMU X.

AKcioma HeCKiHYeHHOCTi: ICHYE NOPOXKHA MHOXWHA, @ TAKOXK
MHOMHA, WO MICTUTb MOPOXKHIO MHOXUHY K €1EMEHT i pa3om 3
KOXXHUM €/1eMEHTOM X MiCTUTb MOF0 HaCTyNHMKa X\U{x}.

Akcioma Bubopy: n1a A0BiNIbHOT MHOMXMHM @ iCHYE PyHKUA f, o
CTaBWUTb Y BiAMNOBIAHICTb KOXHiA HEMOPOXKHIM NiIAMHOXNHI XEa AAKUN
enemeHT f(x) E x.

EpHcT Uepmeno



Cxema aKciom 3amiHn PpeHKena

Y 1922 Abpaxam ®peHKesib 3ayBaXKUB, WO B aKCioMaTuL,i
Llepmeno HeMoXX1MBO A0BECTU ICHYBAHHA MHOXWHM

(15,1, 15,25, ..}, Be =0 i1_,,=91 ) ona neo.

lLlo6 ue moxKHa byno 3pobuTtK, BiH 3anponoHyBas
AOMNOBHUTU CNNCOK aKkciom Llepmeno akciomotro 3amiHu.

Cxema akciom 3amiHu: Hexan o(x,y,c,,...,C,) — popmyna 3
BINbHUMWN 3MIHHUMMU X,Y,C4,...,C,.

Hexaw a, cy,...,C,— MHOXMHW TaKi, WO ANA AO0BIZIbHOIO
enemeHTa X € a iCHYe €EAMHA MHOXKMHA Y, LLO 3a40BO/bHAE

dopmyny d(x,y,Cy,...,Cp).
Togj icHye mHOXuHa {y: Ix (xea A d(x,y,Cq,...,C, )}

Abpaxam PpeHKenb



AKcioma PerynapHocTi $oH HoMmaHa

AKcioma PerynapHocTi: KOXXHa HENOPOKHA MHOXXMHA MICTUTb e1EMEHT, Lo
He MAE 3 MHOXWMHOI CMiZIbHUX eNeMeHTIB.

AKcioma perynapHocTi 3a60poHS€E iCHYBaHHA MHOXWH, AKi € CBOIMMU
B/IaCHMMM enemeHTamMmu. binblw 3arasibHO, BOHA 3a00POHAE iCHYBAHHS

MOCNIAOBHOCTEN MHOMWUH Xq,X5,X3,... , Y AKIN KOXHA HAaCTYyNHa MHOXMWHA €
e/leMeHTOM nonepeaHbol.

Mpw aKkciomi perynapHoOCTi Knac V ycix MHOXWH 306paXKaeTbcs AK 06’eaHaHHS

V

oaeOn Y o

V=U

TpaHCIHITHOI NOCNIAOBHOCTI MHOMWH V  iIHAEKCOBaHUX OpAnHaNamu, ae
V=D, V.1 =AV,) ANA LOBINBHOTO OpAMHaNa o | VomYpeaVp -

AKciomy perynsapHocTi 3anponoHyBaB [KoH ¢oH HomaH, AKMI TeX O0BIB,
LLLO LA aKCioMa He cynepevunTb peLTi akciom Llepmeno — GpeHkens, npote i
HaABHICTb 3HAYHO CAPOLLYE PO3YMIHHA CTPYKTYPU TEOPETUKO-MHOMXKMNHHOTIO
YHiBEpPCYMY.

[xoH ¢OoH HonmaH



Akciomun ZFC (Bepcii 1929 poky)

TaK BUHMKNA NaHiBHa Tenep cuctema akciom ZFC. BoHa BK/ItoYa€E 7 akciom Ta ABi (HECKiHYEHHI) cXxemu aKciom:

1.

AKcioma piBHOCTI: [1Bi MHOXWHU PiBHI TOAi | AnwWe ToAi, KON BOHM CKNAdatoTbCA 3 O4HAKOBUX €/IEMEHTIB.
Akcioma napu: [1na A0BiIbHUX MHOMKUH X,Y iCHYE MHOXKUHA {X,y}, LLLO MICTUTb X,y AK €/IEMEHTH.

Cxema AKcioma BupiszaHHAa: Hexalt ¢(x) - dbopmyna 3 €aNHOLO BiIbHOKO 3MIHHOIO X.
[nA KOXKHOT MHOXMHU X iCHYE MHOXMHa {X € X: @(X)}.

Cxema Akciom 3amiHn. Obpas MHOXMHM NpU YHKLIT, AKA 3a43€TbCA GOPMYNOLD, € MHOXMHOIO.
AKcioma eKcnoHeHTU: 1A A0BiNbHOI MHOXWHM X iICHYE MHOXWHA, WO MICTUTb YCi NiIAMHOXUHN MHOMXMUHM X.
AKcioma 06’egHaHHA: 1A A0BINIBHOI MHOXMHW iICHYE MHOXUHA, WO MIiCTUTb YCi eN1eMEHTU ii €/IeMEHTIB.

AKCioma HeCKiHYeHHOCTi: |CHy€ NOPOHKHA MHOXWMHA, @ TAKOXK MHOXWMHA, WO MICTUTb NOPOHKHIO MHOXUNHY AK
e/leMeHT i Pa30M 3 KOXKHUM eIEMEHTOM X MIiCTUTb MOTO HAaCTYNMHWKa XU{X}.

AKcioma PerynapHocTi: KoXXHa HENOPOKHA MHOXXUHA X MICTUTb e1eMEHT, AKUN HE MA€E 3 MHOXXUHOIO X
CMiNbHUX e/IeMeHTIB.

AKcioma Bubopy: nn5 AOBiNIbHOI MHOXKMHM a iCHYE PYHKLiA f, O cTaBUTb Yy BiANOBIAHICTb KOXKHIN
HEeNOPOXKHIM NiAMHOMKUHI XEa Aeaknit enemeHT f(x) E x.

Y 1961 poui Montague aosis, wo ZFC He € CKIHYEHHO aKCIOMAaTU30BHOIO.




AKciomu ¢oH HommaHa-bepHamnca-lrepens

Tenep noBepHemocb Ao NTAHTIB aymku (doH HomaH,
BepHaiic, lepenb), AKi npeacTaBuIn CBIiTY CBOKO aKCiIOMATUYHY
cuctemy y 1931 poui (bepHamc) Ta 1940 (fegens).

Byayumn npeactaBHUKamm wKkonmn popmanictis lNnbbepTta, BOHU
TeXX BMOPaM akCiomaTUYHMM Niaxia, npoTte K NepBUHHE
(Heo3HayyBaHe NOHATTA) BUOpann NOHATTA Kaacy. MHOXUHY
BOHM BM3HAYa/IM AK KNac, WO € eNeMeHTOM IHLWOro Knacy.

AK HacNiAOK TaKol HEBUHHOT 3aMiHU HEO3HAYYBAHOMO NOHATTA,
B[A/10CA OTPUMATU CTPYHKY Ta eNeraHTHY CKIHYeHHY cuctemy
aKCIOM, AKY MOHa WBUNAKO NOACHUTU CTYAEHTAM, He
BAAOYMCh Y NIOTIYHI TOHKOW, $OpPMYA Ta iX BiIBHUX 3MIHHMUX.




[lani BMKNAO BUKOPUCTOBYE Web-CTOPIHKY Bikineaii,
AKY MOYHa 3HAUTU 33 HA3BOIO:

Teopifa MHOXWH $OH HenmmaHa — bepHanca — lNepens



